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We reported a hybrid Treﬀtz ﬁnite element method(HTFEM) with Sakurai-Sugiura pro-
jection method(SSM) for mode analysis of electromagnetic waveguides with degenerate
modes such as multi-core ﬁbers and hollow-core holey-ﬁbers; ﬁrstly, we presented a hybrid
Treﬀtz element formulation of a uniform waveguide along the electromagnetic wave prop-
agation direction. Secondly, in order to compute all complex propagation constants of de-
generate and non-degenerate modes simultaneously, we replaced SSM for non-degenerate
eigenvalue problems by SSM for degenerate eigenvalue problems. Lastly, we demonstrated
validity of HTFEM by comparing analytic solutions and numerical results of degenerate
and non-degenerate modes propagating in a cylindrical dielectric waveguide.
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領域を誘電体とし，比透磁率を 1とする．円筒座標系 (r, φ)
を用いて，有限領域 Ω1(0 ≤ r ≤ a1)，コア，ホールなどの
構造を断面に含む不連続領域 Ωd(a1 ≤ r ≤ a2)，半無限領域
Ω2(a2 ≤ r) に三分割する．領域 Ωi(i = 1, 2) は，比誘電率
が i の一様均質な誘電体，領域 Ωd は比誘電率が位置の関数
d(x, y)の誘電体である．構造の z 軸方向一様性から，被導






る．要素分割は従来と同様に，不連続領域 Ωd(a1 ≤ r ≤ a2)













Fig. 2 Line element with 2-edges and 3-nodes




















用いると I1，I2 でそれぞれ rˆ，−rˆ となる．上添字 t は転置
界 (10) であることを示す．第二積分項は隣接領域との界の連
























を満足するように，領域 Ωi(i = 1, 2)内の磁界と電界の伝搬








Bn,iFn,i(κir) exp(jnφ) exp(−jγz) (4)
と空間高調波展開する．ここに，Mc は展開の打ち切り項数，
An,i, Bn,i は展開係数である．Fn,i(κir)は領域 Ω1 では n次
の第一種ベッセル関数 Jn，領域 Ω2 では n 次の第二種変形




k201 − γ2, (5)
κ2 =
√
γ2 − k202 (6)
である．κ2 は
Re{κ2} > 0 if Re{κ22} ≥ 0,
Im{κ2} < 0 otherwise (7)






























界 Γi をベクトル要素に分割する．境界 Γi が円弧なので，Γi
上の磁界ベクトル ˜H は辺上でのHφ成分と節点上でのHz 成
分の 2成分であり，
H˜φ = {V }T {H˜φ}e, (10)
H˜z = {N}T {H˜z}e (11)












































































F ′n,i(κir) exp(jnφ), (23)
ζn,i = − jk0γn
η0κ2i r
Fn,i(κir) exp(jnφ) (24)














[T (γ)]{H˜} = {0} (27)
を SS法により解くことを考える．ここに，複素伝搬定数 γ
が固有値であり，[T (γ)] ∈ CN×N は解析領域内の全ベクトル
要素ならびにトレフツ要素からの寄与分を重ね合わせて構成
される複素平面上の行列関数で，その行列式が零とならない
γ で正則である．各列ベクトルが互いに独立な任意の N 行
L列の行列 [V ] ∈ CN×L を用いて L行 L列の行列関数 [f(γ)]
を
[f(γ)] = [V ]H [T (γ)]−1[V ] (28)
と定義する．ここに，上添字 H はエルミート共役であるこ
とを示す．L = 1の場合が非ブロック版 SS法 (4)～(6)となる．








で定義する．周回積分路 Γˇを中心 o，半径 ρの円として，式























[μˆ0] [μˆ1] · · · [μˆM−1]











[μˆ1] [μˆ2] · · · [μˆM ]





[μˆM ] [μˆM+1] · · · [μˆ2M−1]
⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦ (32)
と構成すると，求めたい [T (γ)]の近似固有値 γˆl (l = 1, 2, · · · ,m)
は，一般化固有値問題
([Hˆ<ML]− ζ[HˆML]){w} = {0} (33)
の固有値 ζˆl を用いて，






値 mよりも十分大きくなるML ≥ mからM を推定し決定





化 schur 分解した [HˆML] = [Q][P ][Z]H の上三角行列 [P ] の
対角成分である．ここに，[Q]，[Z] はユニタリ行列である．
次に，Fl 値 (12) は







き（a1 = a2 = a），比誘電率 1 = 2.5，2 = 1としたもので
ある．ここで示す計算結果は，導波路の 2領域をそれぞれ 1
個のトレフツ要素で分割した．SS法から導かれる固有値問
題の係数行列では 0,1,2次のモーメント（M = 2）を一次独
立な 4つの列ベクトル（L = 4）について計算しており，全 8
個の固有値を算出する．なお，Lは，次のように定めた．構
Fig. 3 Cross section of a cylindrical dielectric waveguide


































(a) k0a = 3.0943817
































(b) k0a = 3.6870863
Fig. 4 Dependence of the relative errors of the phase con-
stant β on number of subintervals in eq.(30) Ns
造の対称性から，φ方向に 90度だけ回転した界分布の固有
値が縮退する．また調べる範囲で，TM01 と HE21 あるいは
HE12 と HE31 が縮退する場合があることが分っているので，
L =(対称性の 2)× (モード縮退数の 2)= 4とする．本節では
求めた界分布を示さないが，モードの判定に利用しており，
解析解と一致することを重なり積分により確かめている．
Fig.4は，HTFEMで算出した位相定数 βh = Re{γˆl} （複
素伝搬定数の実部）と解析解 γaとの相対誤差 |βhγa −1|の積分
点数Ns依存性を調べたものである．Fig.4(a)はTM01，HE21
モードが縮退する k0a = 3.0943817 について調べたもので，











































































(b) k0a = 3.6870863
Fig. 5 Dependence of the relative errors of the phase con-
stant β on number of divisions D
SS 法では積分路の円の半径を ρ/k0 = 0.1，中心を Fig.4(a)
では o/k0 = 1.2, Fig.4(b) では o/k0 = 1.12 とした．求解範
囲となる円内では，(a)では TE01，TM01，HE21モード，(b)
では EH01，HE12，HE31 モードが伝搬する．Ns が増加する
と，HTFEMで求めた結果はいずれも，一定値に収束してい
る．解が解析解に近づかないのは，トレフツ要素の接続境界
Γ1 の分割数を D = 64，空間高調波展開の打ち切り項数を
















TE01，TM01 の縮退モードの誤差は，Dに依らず 10−13% 程













































縮退モードが伝搬する k0a = 3.0943817，k0a = 3.6870863
の 2つの場合について，求まる 8個の複素伝搬定数 γˆl/k0 を
Table 1に示す．モード名が−のものは，SS法により混入す
る非物理解であることを表し，†は SS法の積分路の円内の









Table 1 Normalized eigenvalues γˆ/k0, Fl and Pll for propagation characteristics in the cylindrical
dielectric waveguide
(a) k0a = 3.0943817, o/k0 = 1.2, ρ/k0 = 0.1
HTFEM Analytic
Mode γˆl/k0 Fl Pll γa/k0
TE01 † 1.26175 + j5.15948× 10−17 4.13× 10−2 5.38× 10−1 1.26175
TM01 † 1.19173− j3.03396× 10−16 3.56× 10−2 7.09× 10−1 1.19173
HE21 † 1.19173− j1.16663× 10−14 1.24× 10−5 4.93× 10−3 1.19173
HE21 † 1.19173 + j3.42619× 10−15 2.53× 10−5 1.38× 10−2 1.19173
- † 1.27748 + j1.14703× 10−2 1.73× 10−30 2.57× 10−15 -
- † 1.22155 + j1.71083× 10−2 1.58× 10−30 7.89× 10−15 -
- 1.18852 + j2.33648× 10−1 7.80× 10−31 6.29× 10−16 -
- 1.07439 + j6.01875× 10−3 1.14× 10−29 2.31× 10−15 -
(b) k0a = 3.6870863, o/k0 = 1.12, ρ/k0 = 0.1
HTFEM Analytic
Mode γˆl/k0 Fl Pll γa/k0
EH11 † 1.12156− j1.22282× 10−14 1.04× 10−4 1.22× 10−2 1.12156
EH11 † 1.12156− j7.42678× 10−15 2.22× 10−4 2.16× 10−2 1.12156
HE12 † 1.03665− j1.62447× 10−14 1.62× 10−5 2.42× 10−2 1.03665
HE12 † 1.03665− j1.29023× 10−15 2.02× 10−3 7.99× 10−2 1.03665
HE31 † 1.03665− j1.28905× 10−16 6.26× 10−2 1.29× 10−1 1.03665
HE31 † 1.03665− j1.73553× 10−14 2.24× 10−5 1.51× 10−2 1.03665
- † 1.09302− j4.96942× 10−2 6.182× 10−30 4.19× 10−15 −
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